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Présentation du
probleme




Importance dans les faits

_— =

Les lois des processus d’It6 sont souvent tres difficiles a
déterminer analytiquement :

— Role de la simulation numérique
— Implique une discrétisation du temps et du processus




Probleme

_— =

- Processus d'Tt6 : dX; = b(X;)dt + o(X;)dW;

: : A Z 1
- Approximation par une chaine de Markov: VkeN, X; =¢ ( X, \%1 | H)

- Lafonction ¢ est appelée schéma




Notion de convergence
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- Convergence en variation totale (ordre h) :

Vr € R, [E, [f(Xn)] - Eq [f(Xp)]] < 01l
- Version affaiblie :
Vo € R, [E, [f(X71)] — Ea [fX2)] < ¢ 1 loca

n




Résultats
théoriques




Passage du temps
court au temps long




Théoreme

Proposition 3.1. Supposons qu’il existe ¢ € N tel que :
Vn € N*, 3Ly > 0,Yf € CUR), I1PTflloog < Lalllloo
et la suite ((L,)")n est bornée par un L > 1.
3C > 0,Vn € N, V[ € CU(R), | Piynf — Pinflloo < Cllflloogn™

Alors il existe K > 0 tel que
1/ llocq

Vn € N*,Vf € CU(R),Vz € R, |E, [f(X1) — fF(XD)]| < K o

c’est-a-dire que le schéma est d’ordre h.

(3.1)

(3.2)




Conditions
suffisantes




Deux développements

Proposition 3.2. Il existe K > 0 tel que pour toute fonction f € C?"*2(R),
pour tout n € N* et pour tout z € R, on a

- h ., i [E[Z2l] o s ||f||oo,2 2
e |7 (x3)] “ LY oy U9 0,0) < KRR
(3.3)

Proposition 3.3. Il existe K > 0 tel que pour toute fonction f € C*"*2(R),
pour tout n € N* et pour tout z € R, on a

h

<K

e, [ (x3)] - on
s=0 :

||f||oo,2h+2 (34)

nl+h




Conditions suffisantes

Théoreme 3.1. Si ¢ est tel que :

s S 21
Vf e C*%(R),Vs € [1,h],Vz € R, & f;(x) — (8ﬂi[g!(ll)!ag_lﬁjl(fogb)(x,O,O)

(=0

(3.5)
alors ¢ est un schéma d’ordre h.

— Principe d’invariance




Recherche de
solutions




Forme polynomiale
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- Recherche de schémas sous forme polynomiale :

d k
o(z,y, 2 ZZ | '(‘)f!(?f ‘p(x,0,0)y 2

k=1 =0

- Polynome de degré h pour une solution d’ordre h :

Vk > h,ViI € [0, k], 0,05 p(x,0,0) =0

B

- Résolution explicite a partir du théoreme précédent en identifiant les
coefficients devant les dérivées de £




Ordre 1 : Schéma
d’Euler




Solution

On retrouve le schéma d’Euler :

8y¢('7070) =0
0,0(-,0,0) =b
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Ordre 2




Solution

8y¢(’7 07 0) =0

o0

az¢(') 07 0) =b— 7

asqb(a 07 O) =00’

9 L / 0_2 /!
9:9(,0,0) = bb' + —-b

o2a0”  bo' + ob

4 i 2

8yaz¢('7 07 O) —
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Ordres supérieurs




Ordre 3 et supérieurs

Complexification des calculs a la main : peu de confiance dans nos résultats a
lordre 3

— Un logiciel de calcul formel serait plus adapté

6D — 200”2 — 4boa” + V'0% — Ab'oo’ — 5020'0" — 300 — 2030B)

92¢(-,0,0)

6
9y0:4(-,0,0) = A e
yUz@\" Yy - 2 - 4
0,0(+,0,0) = o . ‘ ,
y¢( e ) &(-,0,0) = 0%0" + 00"
00, d2¢(-,0,0) = 466" + 46%6" + bb®Po? + 666" 0? + bWt + 4P a0’ + 20202 + 2b" 735"
5’qu(-,0,0)=()——2 2P0 0) = 1
2bo"? + 4boa” + 2b"0% + 4b' o0’ + 50%0'0" + 300"

820,6(-,0,0) = -

85@5(-, 0,0) = oo’

B 2026 + 100?02 + 2.50%0" — 56020"? + 18bb' o0’ — Hbo?c'c”

To30"%0" — 6boo’® — 5 a3c” — 6b 20’ + 16bb" 02 + 6b" 030’
240
N 8a10’c®) + 8b250” + bad3a® + 863 g2 + 2550W

240
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Simulations
numeriques




Estimation de la valeur exacte

e Laloide XT:

e Il faut simuler

Simulations de Monte-

Simulation et estimation des espérances

_— =

L f (X))

est connue

ELf(X7)]

avec une |[E[f(XT) — f(X:,]Y)H

Carlo :

<< i
Ns

2~

.
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Cas de notre étude




Simulations
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Cas plus général




Log of accuracy
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Figure 14: Etude de la convergence pour b(z) = 5(1 —z), 0 = 1, f(z) =
1(0<z<0.5) et différents ordres s
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Simulations
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Convergence de
densités




Densities forN = 1
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Simulations
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