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Problème

- 𝑁 entreprises
- Estimation de ℙ(𝐿 ≥ 𝑘)
- Estimation des pertes 

engendrées par les défauts 
de paiement
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Première modélisation

- 𝑆!" = S#$
%!"&#

"'()$*%
#
 où 𝑊" 

mouvement brownien
- Faillite lorsque 𝑆+" ≤ 𝐵
- (𝑊,,𝑊-, . . ,𝑊.)

indépendants
- Calcul théorique possible 

à partir de la probabilité 
de faillite d’une entreprise
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Ajout d’une corrélation

- 𝐶𝑜𝑣 𝑊!
", . . ,𝑊!

# =

1 𝜌 … 𝜌
𝜌 ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 𝜌
𝜌 … 𝜌 1

. t
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Ajout de plusieurs dates

Faillite lorsque 𝑆!!
$ ≤ 𝐵

𝑆!!
$

"%$%#,"%'%(
= 𝑓 Δ𝑊 , où Δ𝑊 ∼ 𝒩(0, 𝐴) 

avec 𝐴 =

Σ. (𝑡" − 𝑡)) (0)
⋱

⋱
(0) Σ. (𝑡( − 𝑡(*")
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Méthodes de 
Monte-Carlo
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Monte-Carlo naïf
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Présentation de la méthode

Un estimateur naïf de 𝔼 ℎ 𝑋  (estimateur de Monte-Carlo) : 

	@𝜇+ =
1
𝑛
	C
$,"

+

ℎ(𝑋$)

L’erreur relative associée :         1,96 "*-
+-
	 (≤ 0,7	𝑝𝑜𝑢𝑟	𝑛𝑝 ≥ 10.)

Intérêt : Très fiable s𝑖	𝑝	 ≪ "
+ (en pratique 𝑝 ≤ "

")"+ )
Problème : @𝑝+ = 0	 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛
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Résultats de l’implémentation

Pour 𝑛 = 10/ : 
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Monte-Carlo par 
échantillonnage 

d’importance
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Présentation de la méthode

𝔼0 ℎ 𝑋 = O
1
ℎ 𝑥 𝑓 𝑥 𝜈 𝑑𝑥 = O

1

ℎ 𝑥 𝑓 𝑥
𝑔 𝑥

𝑔 𝑥 𝜈 𝑑𝑥 = 𝔼2
ℎ 𝑋 𝑓(𝑋)
𝑔 𝑋

D’où le nouvel estimateur :

Tℎ+ =
1
𝑛
C
',"

+
ℎ 𝑋' 𝑓(𝑋')
𝑔(𝑋')

	où	(𝑋')	𝑖. 𝑖. 𝑑. suivant	𝑔. 𝜈

Cas où 𝑋 ∼ 𝒩(0, Σ)	: transformation en 𝑋3 ∼ 𝒩 𝜇, Σ

𝔼(),5) ℎ 𝑋 = 𝔼(7,5) ℎ 𝑋3 exp −𝜇8Σ*"𝑋3 +
1
2
𝜇8Σ*"𝜇
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Cas d’un vecteur gaussien
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Choix de 𝜇 ∶
1) De telle sorte que la probabilité de faillite soit ".
2) De telle sorte que le nombre moyen de faillites soit 𝑘
3) De telle sorte que le nombre de faillites à chaque 𝑡' soit 𝑘



Résultats de l’implémentation
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Cas non corrélé

Problèmes : Explosion de la variance en grande dimension, choix de 𝜇

Cas corrélé 𝜌 = 0.5	 Cas extensions, 𝑁 = 100,𝑀 = 4



Méthodes de 
splitting
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Présentation de la méthode

Idée : Calculer ℙ(𝑔(𝑋) ≥ 𝑏) par des probabilités conditionnelles

ℙ 𝑔 𝑋 ≥ 𝑏 = ℙ(𝑔(𝑋) ≥ 𝑏))e
$,)

9*"

ℙ(𝑔 𝑋 ≥ 𝑏$:"	|𝑔 𝑋 ≥ 𝑏$)

avec 𝑏! = 𝑏	 < 𝑏" < ⋯ < 𝑏# = 𝑏 

Pour simuler 𝑋	|	𝑔 𝑋 ≥ 𝑏$ :

𝑋! 	𝑐ℎ𝑎î𝑛𝑒	𝑑𝑒	𝑀𝑎𝑟𝑘𝑜𝑣	𝑡𝑒𝑙𝑙𝑒	𝑞𝑢𝑒	 A
𝑋!"# = 𝑎𝑋! + 1 − 𝑎$𝑌!	 𝑠𝑖	𝑔(𝑎𝑋! + 1 − 𝑎$𝑌!) ≥ 𝑏%
𝑋!"# = 𝑋!	 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛	

Par le théorème ergodique : #
&
∑!'#& 1((*!),-"#$ 	 𝑒𝑠𝑡𝑖𝑚𝑎𝑡𝑒𝑢𝑟	 𝑑𝑒	ℙ(𝑔 𝑋 ≥ 𝑏%"#	|𝑔 𝑋 ≥ 𝑏%)
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Splitting selon k
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Présentation de la méthode

ℙ 𝐿	 ≥ 𝑘 =e
$,)

9*"

ℙ(𝐿 ≥ 𝑘$:"	|𝐿 ≥ 𝑘$)

avec 𝑘! = 0	 < 𝑘" < ⋯ < 𝑘# = 𝑘 

Avantage : Calcul de tous les ℙ 𝐿	 ≥ 𝑘  en une fois

Problème : 𝑘$	𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒𝑠  n’est pas dense
  ℙ 𝐿 ≥ 𝑘$:"	 𝐿 ≥ 𝑘$ 	 𝑚𝑎𝑗𝑜𝑟é𝑒	𝑝𝑎𝑟	 ℙ 𝐿 ≥ 𝑘$ + 1	 𝐿 ≥ 𝑘$
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Résultats de l’implémentation

Pour 𝑛 = 10; (longueur de la chaîne de Markov) et 𝑎 = 0,8 :
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Splitting selon B
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Présentation de la méthode

Pour k fixé :  𝑔' 𝑋 = 𝑋(')	(k-ème	min)	 où	 𝑋(") ≤ ⋯	≤ 𝑋(#)

ℙ 𝑔'(𝑋) 	≤ 𝐵 =e
$,)

9*"

ℙ(𝑔'(𝑋) ≤ 𝐵$:"	|𝑔'(𝑋) ≤ 𝐵$)

avec 𝐵% = +∞ > 𝐵& > ⋯ > 𝐵' = 𝐵 

Avantage : 𝐵$	𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒𝑠 = [𝐵,+∞[  est dense
  ℙ 𝑔'(𝑋) ≥ 𝐵$:"	 𝑔'(𝑋) ≥ 𝐵$ 	 𝑛3𝑒𝑠𝑡	𝑝𝑎𝑠	𝑚𝑎𝑗𝑜𝑟é

Pour construire 𝐵$	 : on cherche ℙ(𝑔'(𝑋) ≤ 𝐵$:"	|𝑔'(𝑋) ≤ 𝐵$) ≈ 10*"

Désavantage :  dépendance en k de 𝐵$	
22



Résultats de l’implémentation

Pour 𝑛 = 10; (longueur de la chaîne de Markov) et 𝑎 = 0,99 :
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Remarques :  Faible précision même pour k faible
   Reste une bonne approximation jusqu’à 𝑝 = 10*;/

   Échoue vite lorsque a décroit 



Adaptative 
Multilevel Splitting
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Algorithme
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Résultats de l’implémentation

Cas extensions, 𝑁 = 5,𝑀 = 4

Problèmes : Temps de calcul très long qui empêche de calculer pour 
beaucoup de valeurs/particules

Cas non corrélé



Conclusion
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Conclusion

Avantages Inconvénients

MC naïf Fiabilité pour p élevé, Rapidité, 
Implémentation simple

Non fiable pour p faible

MC importance Rapidité, Flexibilité Choix du changement loi complexe

Splitting Fiable pour p faible Temps de calcul, Absence de 
résultats théoriques

AMS Fiable Très couteux en temps et en espace, 
Problème d’indépendance en 
pratique



Conclusion

• Augmentation nette des temps de calcul et des variances avec l’ajout de 

dimensions

• Se ramener à calculer des probabilités plus élevées

• Choix minutieux et compliqué des hyperparamètres
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